Zad 1 Niech X bedzie zmienng losowg o rozktadzie zadanym przez gestosé fy(x) = %(x + 1)20_1 47 (%).

Znalez¢ rozktad warunkowy X| | X|.

Zad 2 Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym o rozktadzie zadanym przez ggstos¢ fx y(x,y). Korzystajac z
definicji prawdopodobienstwa warunkowego znalez¢ gestos¢ rozktadu warunkowego Y| X.

Zad 3 Niech X be¢dzie zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym z parametrem 1. Znalez¢ rozktady
warunkowe X| | X] oraz | X] | X.
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Zad 4 Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym o rozktadzie zadanym przez ggstos¢ fy y(x,y) =
dlay > 0, |x| < y. Znalez¢ rozktady warunkowe X| Y oraz Y| X. Obliczy¢ P(X > 1|Y =t) .

Zad 5 Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie normalnym N(0,1).
Wykaza¢, ze rozktad warunkowy X| X + Y = ¢ jest rowniez rozktadem normalnym. Znalez¢ parametry tego
rozktadu.

Zad 6 Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach Poissona z parametrami A i u
odpowiednio. Wykaza¢ ze rozkltad warunkowy X|X +Y =n jest rozkladem dwumianowym. Znalez¢
parametry tego rozktadu.

Zad 7 Niech zmienna losowa X ma rozktad N(0,1), a Y|X ma rozktad N (X, 1). Znalez¢ rozktad X|Y.

Zad 8 Pokaza¢, ze klasyczny wzor na prawdopodobienstwo warunkowe jest szczegdlnym przypadkiem
wzoru og6lnego.

Zad 9 Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tych samych rozktadach wyktadniczych z
parametrem A. Wyznaczy¢ P(Y > X?|X +Y).

Zad 10 Odcinek [0,1] famiemy w losowym miejscu zgodnie z rozktadem jednostajnym. Nastepnie wybieramy
dhuzszg czes¢ 1 tamiemy ja ponownie zgodnie z rozktadem jednostajnym. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
z otrzymanych cz¢$ci mozna zbudowac trojkat?

Zad 11 Niech X ma rozktad U([0,1]), Y|X ma rozktad U([0, X]) oraz Z|Y ma rozktad U([0, Y]). Wyznaczy¢
rozklad zmiennej losowej Z.

Zad 12 Niech X ma rozktad Poissona z parametrem 1. Niech Y |X ma rozktad wyktadniczy z parametrem
1 + X. Wyznaczy¢ rozktad X|Y.

Zad 13 Niech X ma rozktad zadany funkcjg gestosci fy(x). Korzystajac z definicji warunkowej warto$ci
oczekiwanej wyznacz E(X|X*) dla k € N.

Zad 14 Zmienne losowe X, Y sa niezalezne o tym samym rozktadzie zadanym przez dystrybuante
F(t) = (1 — e‘tz)]l[o'oo)(t). Korzystajac z definicji warunkowej wartosci oczekiwanej wyznacz

E(X|VXZ+Y2).

Zad 15 Zmienne losowe X, Y sg niezalezne o rozktadzie N (0,1). Korzystajac z definicji warunkowej wartosci
oczekiwanej wyznacz E( |XY| | VX% +Y2).

Zad 16 Zmienne losowe Uy, Uy, ...,U, sa niezalezne o rozktadzie U([0,1]). Korzystajac z definicji
warunkowej warto$ci oczekiwanej wyznacz E( max {Uy, Uy, ..., U, } | Uy ).



Zad 17 Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang liczby prob w schemacie Bernouliego przeprowadzanych az do
momentu uzyskania kolejno dwoch sukcesow i porazki.

Zad 18 Mamy n osiedli potozonych wzdtuz drogi w odlegltosci 1km od siebie. Osiedla obstuguje 1
radiowo6z policji. Kazde kolejne wezwanie z jednakowym prawdopodobienstwem pochodzi z dowolnego
osiedla i zostaje natychmiast przekazane do radiowozu, ktory oczekuje w osiedlu, w ktorym byto ostatnie
wezwanie. Jaka jest srednia odleglos$¢ przejezdzana przez radiow6z w czasie 1 wezwania.

Zad 19 Zmienne losowe X;,X,, ... sa niezalezne o tym samym rozkladzie wyktadniczym zadanym przez

t
gesto$¢ f(t) = % e” ljg (t). Niech zmienna losowa N bedzie niezalezna od X;, X, ... i ma rozktad Poissona
Z parametrem ﬂ. WyZnaCZYé E(Xl " XZ T XN+1)'

Zad 20 Zatézmy, ze X1, X2,... s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na
przedziale [0,1], za$ N jest zmienng losowa o rozktadzie Poissona z parametrem A niezalezng od Xi, Xo,... .

) max(X,,.., Xy ), gdy N>0 .
Niech M = . Oblicz E(M).

0, gdyN=0

Zad 21 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozktad o funkcji gestosci f(X,y)=cxy, dla 0<x<y<1.
Wyznaczy¢ funkcje regresji g(x) = E(Y|X = x) oraz h(y) = E(X|Y = y). Narysowa¢ w jednym uktadzie
wspolrzednych nosnik rozktadu (X,Y) oraz funkcje g(x) i A(y).

Zad 22 Zmienne losowe X,Y sg niezalezne o tym samym rozktadzie U[0,1]. Niech U = min {X,Y} iV =
max {X,Y}. Wyznaczy¢ E(V|U) oraz E (sin(UV)|U) korzystajac z gestosci rozktadu warunkowego V|U.

Zad 23 Zmienne losowe X, X,, ... s3 niezalezne o tym samym rozkladzie jednostajnym na przedziale [0,1].
Zbadaj zbiezno$¢ punktows ciagu dystrybuant Fy (t) zmiennych losowych Y, = n® min(Xy,...,X,) W
zalezno$ci od parametru «.

Zad 24 Owad sktada jaja kazdego dnia niezaleznie, zgodnie z rozktadem Poissona z parametrem A. Kazde;j
nocy mrowki kradng mu jaja. Kazde jajo moze zosta¢ ukradzione, niezaleznie z prawdopodobienstwem p.
Wyznaczy¢ rozktad liczby ocalatych jaj po n cyklach. Jaki jest rozktad graniczny jaj ocalonych przed
mrowkami gdy n — o ? (dodatkowe wyjasnienie: k-tego dnia owad doktada losowa liczbe jaj (zgodnie z
rozktadem Poissona) do tych ocalatych (po k-1 cyklach), natomiast k-tej nocy mréwki moga ukras¢ kazde
jajo (nowe lub ocalale) z tym samym prawdopodobienstwem p 1 niezaleznie).

Zad 25 Zmienne losowe X3, X, ... sa niezalezne o tym samym rozktadzie: P(X; = a) = P (Xk = l) =1

a

1
a > 0. Zbada¢ zbiezno$¢ wedtug rozktadu ciggu zmiennych losowych Z,, = (X; - X5+ ...- X,)Vn w
zaleznosci od parametru a. Poda¢ wzor na gestos¢ rozktadu granicznego.
Zad 26 Zmienne losowe X3, X5, ... sg niezalezne o tym samym rozktadzie U[0, a], a > 0. Zbada¢ zbieznos¢
1
wedhug rozkladu ciggu zmiennych losowych Z, = (X;* X, - ...* X,)¥» w zaleznosci od parametru a. Podaé
wzdr na gestos¢ rozktadu granicznego w przypadku gdy ta gestosc istnieje.
Zad 27 Niech X,,, Y,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie Poissona z
2_vy2
parametrem n. Zbada¢ zbieznos¢ wedtug rozktadu % gdy n — . (Wskazoéwka: Zmienna losowa o

rozkladzie Poissona z parametrem n moze by¢ zapisana jako suma n niezaleznych zmiennych losowych z
tego samego rozktadu Poissona z parametrem 1)



Zad 28 Tekst broszury zawiera n = 100000 znakéw. W trakcie pisania kazdy znak moze zosta¢ btednie
wprowadzony z prawdopodobienstwem 0,0001. Z kolei redaktor znajduje kazdy z bledow z
prawdopodobienstwem 0,9, po czym tekst wraca do autora, ktéry znajduje kazdy z pozostatych btedow z
prawdopodobienstwem 0,5. Stosujac przyblizenie rozktadu dwumianowego rozktadem Poissona oszacowac
prawdopodobienstwo, ze po obu korektach broszura bedzie zawierata nie wigcej niz 3 bledy. Jaka jest
doktadno$¢ tego oszacowania?

Zad 29 Dany jest ciag (X;,) niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach

1 1 1
P(¥a=50)=P(Xa=-5) =3

Wyznaczy¢ rozktad graniczny ;7 ; X; gdy n — co.

X-A
vX+1

Zad 30 Niech X ma rozktad Poissona z parametrem A. Wyznaczy¢ rozktad graniczny gdy A — oo. (podpowiedz:

. . X-2
wyznaczy¢ najpierw rozktad graniczny 7T )

Zad 31 Zmienne losowe X i Y sg niezalezne i majg rozktad N(0,1). Znalez¢ funkcj¢ charakterystyczng zmiennej XY
(podpowiedz: warunkowanie)

Zad 32 Niech Z bedzie zespolong zmienng losowa. Udowodni¢ ze |EZ| < E|Z].

Zad 33 Niech X3, X, ... bedg i.i.d. z rozktadu U[—1; 1]. Niech N,, bedzie zmienng losowa niezalezng od Xy, X, ... 0

Np+1 .,
rozktadzie Poissona z parametrem n. Wyznaczy¢ granice funkcji charakterystycznych zmiennych losowych %

Np+1
L

oraz znalez¢ rozktad asymptotyczny % gdy n — oo.
Zad 34 Zmienna losowa X ma funkcje charakterystyczng @(t) = cos® t. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczng
zmiennej losowej Y = X3 — 3X2 + 1.

Zad 35 Niech p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w probach Bernoulliego. Niech N bedzie zmienng losowsg
oznaczajaca liczbe prob potrzebnych do uzyskania n sukceséw. Udowodni¢ ze graniczny rozktad gdy p — 0 zmiennej
losowej 2pN jest rozktadem chi-kwadrat. Funkcja charakterystyczna rozktadu chi-kwadrat o k stopniach swobody:

k
P2 (t) = (1 — 2it) 2. Korzystajgc z pochodnej funkcji charakterystycznej wyznaczy¢é warto$¢ oczekiwang i

wariancje rozkladu granicznego.

“H e <n
T

jest funkcja charakterystyczna pewnego rozktadu.
, [t| = m

Zad 36 Pokaza¢ ze funkcja g(t) = {1

Wyznaczy¢ ten rozktad.

Zad 37 Niech X, X,, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach zadanych przez gestosci
fi, () = — (k% = x2) 11 (x). Czy dla tego ciagu zachodzi CTG?

Zad 38 Niech X1,Xa,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach Poissona X,,~P(2™") oraz
Y1,Y2,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych Y,,~N(0,27™). Sprawdzi¢, czy
dla tych ciagow spetnione sg zatozenia twierdzenia Lapunowa oraz czy zachodzi CTG.

Zad 39 Prawdopodobienstwo prawidtowej reakcji na k-ty sygnat testu psychofizycznego wynosi p, = 0,3 + 27%,
Korzystajac z CTG oszacuj prawdopodobienstwo tego, ze testowana osoba zareaguje prawidlowo na przynajmniej 35
sposrod 100 sygnatow, jezeli reakcje na poszczegodlne sygnaty sg od siebie niezalezne.



Zad 40 Zmienne losowe X;, X,, ... oraz Y;, Y, ... sa niezalezne, X ~B (1,%), Y,~B (1,%). Korzystajac z CTG oszacuj
P(Z349X > 2651 )

Zad 41 Na pewnej drodze ekspresowej ustawiono fotoradar (zaraz za znakiem ograniczenia predkosci). Liczba
wykonanych przez niego zdje¢ ma rozktad Poissona z parametrem 9X, gdzie X jest czasem jego dziatania. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze fotoradar wykona wigcej niz 8 zdjg¢ przy zatozeniu, ze czas jego dziatania ma rozktad
wyktadniczy z parametrem 1.

Zad 42 Niech X, X,, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie jednostajnym na
przedziale [—1; 1] , a N zmienng losowg niezalezng od X;, X5, ... 0 nastepujacym rozktadzie dyskretnym: P(N = k) =
N

k
%G) dlak = 1,2,.... Znajdz funkcj¢ charakterystyczng zmiennej losowej Sy = Z Xy

Zad 43 Niech X;, X,, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takim ze P(X), = i) = P(X, = —i) = i,

dlai = 1,2, ..., k. Sprawdz czy dla tego ciggu zachodzi CTG.

Zad 44 Zmienne losowe Iy, I, ... i X1, X5, ... sa niezalezne. Kazda ze zmiennych [; ma taki sam rozktad
prawdopodobienstwa B (1, p). Kazda ze zmiennych X; ma taki sam rozktad prawdopodobienstwa taki Ze E X)) =

oraz V(X;) = 02 > 0. Niech S,, = ¥, I,X; oraz K,, = ¥, I; . Zbadaj zbieznoé¢ wedtug rozkladu S2=1Kn gdy n-

oo w zalezno$ci od parametru a.

Zad 45 Pokazac¢, ze gdy X,,~AN (n, 2n) to —X ~AN (n, 2n) ale nie prawda ze C_
Vn-1
7

n~AN(n, 2n). Czy
—X,,~AN (a,, b,) dla pewnych a,, b,, ?

Zad 46 Niech X,, ma rozklad Poissona z parametrem n . Zbadaj zbiezno$¢ wedtug rozktadu zmienne;j
losowej Y, = Vn arc tg =

X+1

Zad 47 Niech X, X,, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie B(1, p). Niech

X, = % 1 X;. Udowodnij ze 2*n~AN(a,, b,). Podaj wzor na a,, oraz b,,.

Zad 48 Niech X4, X,, ... beda i.i.d. z rozktadu U[0; 1].

Jesli tak to podaj wzor na ay, b,,.

1
Czy T AN(ay, b,) dla pewnych a,, b,

Zad 49 Niech N, bedzie procesem Poissona o intensywnosci A. Oblicz Cov(Ng, N).
Zad 50 Niech N; bedzie procesem Poissona o intensywnosci A. Oblicz P(N; = 1,N, < 2,N; < 3).

Zad 51 Niech N, bedzie procesem Poissona o intensywnosci A niezaleznym od nieujemnej zmiennej
losowej T o wartoéci oczekiwanej u i wariancji 2. Oblicz Cov(T, Ny) oraz Var(Ny).

Zad 52 Niech N; bedzie procesem Poissona o intensywnos$ci A. Niech T,, oznacza moment zaj$cia n-tego
zdarzenia. Wyznacz dystrybuantg i ggsto$¢ rozktadu warunkowego T,|N; = 2. Oblicz E(T,|N; = 2).



